


+ (l-cost) sin ~ ) l + (cos t (l-cos t) - Sin2 t) /Čl = 

= a2 [( - 2sin2 .i cos .i - 2 cos3 i + 2 sin2 !... cos .i) r + 
2 2 2 2 2 

+ ( 4 sin ~ cos2 ~ + 2 sin3 ~ ) l + (cos t-l) /Č] = 

= [ - 2 cos3 ~ r + ( 4 sin ~ cos2 ~ + 2 sin3 ~ ) l- 2 sin2 ~ /Č] a2, 

Zatim: 

I f x PI 2 = a4 [4cos6 .i + l6sin2 i cos4 .i + l6sin4 i cos2 .i + 4sin6 !... + 
2 2 2 2 2 2 

+ 4sin4 ~] = a4 [ 4 ( 1 - sin2 ~ r + l6sin2 ~ ( 1 - sin2 ~ + 

+ 4sin6 ~ + 4sin4 ~] = 4a4 ( 1 + sin2 ~ ) , 

Izračunajmo nazivnik: 

Ifl2 = a2 [ (1-cost)2 + sin2 t + 4cos2 ~ ] = a2 [2 (1- cost) + 4cos2 ~ ] = 

= a2 [ 4sin2 ~ + 4cos2 ~ ] = 4a2; 

Tada je Ifl =2a, If1 3 =8a3, 

Za polumjer zakrivljenosti dobivamo: 

1 4a 
-= 

'159, Naći torziju krivulje: 

x=cost, y = sin t, 
e'-e-' 

z= 2 ,teR. 

R č ' J: l' (f, P, '1) 
a unat cemo po lormu l: 't' = l!. ':'1 2 , rXr 

jer krivulja nije parametrizirana duljinom luka, 
Jednadžbu krivulje možemo pisati u vektorskom obliku: 

r= {cost, sint, sht}, 

Računajmo brojnik: 

" 
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- sin t 
( ,. .,. .") 
r, r, r = -cost 

sin t 

cost 
- sin t 
- cost 

cht 
sht 
cht 

= sin2 tch t + sin tcos tsh t + cos2 tch t + sin2 tch t + 
+ cos2 t ch t - sin t cos t sh t = 2 ch t = e t + e - t. 

Da bismo izračunali nazivnik, izračunajmo najprije: 

~ 

i 
~ 

j k 
rXr= - sin t cost cht = (cost sht+ sin t ch t) r + 

- cost - sin t sht 

+ (sin t sh t - cos t ch t) r + k. 
Dalje je: 

lix fl2 = (cost sht+ sin t cht)2 + (sin t sht+ cost cht)2+ 1 = 
= sh2t + ch2t + 1 = 2ch2t. 

Tada je torzija: 

1 2 
L = ch t = et + e t· 

160. Naći zakrivljenost i torziju krivulje: 

x2 
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y = 2a' 

u točki x = 2a. 
Zakrivljenost i torziju izračunat ćemo po formulama: 

x= 
lix fl 
I il 3 , 

jer krivulja nije parametrizirana duljinom luka. 
Krivulja ima vektorsku jednadžbu: 

~ t 2 ~ t 3 ~ r = t i + Z; j + 6a2 k, t ER, 

a zadana točka. je T= ( 2a, 2a, ~ a). 

Računajmo: 



l j iZ 

fxi= t2 t2 _ t-l-
l 

2a2 
= -- i--j+-k 

a 2a3 a2 a' 

1 

° a2 a 

Ifxil2 = 
(t2 + 2a 2)2 

4a 6 

Ifl2 = 
(t2 + 2a 2)2 

4a4 

t2 

1 
2a2 a 

(r, r, r) = 
1 1 

° a2 7 a 

° 
1 

° a2 

Tada je: 

U točki T je: 

1 1 
:J1: = 9a' T = 9a" 

161. Neka se odredi funkcija f: R ~ R tako da krivulja 

; = a cos t {+ a sin t r + f(t) iZ, t ER 

bude ravninska" 

Nuždan i dovoljan uvjet da krivulja bude ravninska jest da je torzija jednaka 
nuli: 

T=O,tj" 

:i Y i 
(f, ;, /) = 0, odnosno: x" y" i" ° x ji ž" 

Imamo: 
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i Y i - asint acost 
(~ ~ ~) r, r, r = i ji Z = -acost - asint 

x' y z' asint -acost 

Ovo nam daje diferencijalnu jednadžbu: 

a2t' + a2f'" = 0, odnosno: t' + f'" = 0, 

čije je rješenje: 

162. Dokazati da je krivulja: 

x = al t2 + bl t + Ct. 

y = a2t2 + b2t+ C2, 
z = a3 t2 + b3 t + C3, 

ravninska i naći jednadžbu ravnine u kojoj ona leži. 

t' 
f' =0. 
f'" 

Kako je x' = 0, y = 0, z' = 0, to je i " = 0, pa je 1: = 0, tj. torzija je jednaka 
nuli. Krivulja je, dakle, ravninska. U tom slučaju ravnina u kojoj krivulja 
leži jest oskulaciona, i njena jednadžba glasi, u bilo kojoj točki, npr. u t = O: 

X-Cl Y- C2 Z- C3 

bl b2 b3 = 0, 

al a2 a3 

odnosno: 

X-Cl Y- C2 z -C3 

al a2 a3 = O. 
bl b2 bl 

163. Pokazati da su zakrivljenost i torzija zavoj nice : 

X = a cos t, y = a sin t, z = bt, tE R 

konstantne. 
164. Naći zakrivljenost i torziju zavojnice na stošcu: 

X = tcost, Y = tsint, z = at, tE R 

u ishQdištu koordinatnog sustava .. 
165. Naći zakrivljenost i torziju krivulje: 

x=e l , y=e- I , z=tyz, tER. 

166. Naći zakrivljenost i torziju krivulje: 

x=2t, y=lnt, z=t2, tER 

u točki (2, 0, 1). 
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167. Ako je zakrivljenost krivulje u svakoj točki jednaka nuli, dokazati da je 
krivulja pravac. 

168. Ako je torzija krivulje u svakoj točki jednaka nuli, dokazati da je ta krivulja 
ravninska. 

U zadacima od 169. do 176. naći zakrivljenost i torziju. 
169. x=acht, y=asht, z=at, tER 

170. x=3t-t3, y=3t2, z=3t+t3, tER 

171. x=cos3 t, y=sin3 t, z=cos2t, tE[O,3t], 
172. x=e'cost, y=e'sint, z=e', tER 

173. r={t+~ t-~ 2aln~} tER 
t ' t ' a' 

174. r= {cost, sin t, cht}, tER u točki t=O. 
175. y2=X,X2=Z. 

176. x 3 =3a2y, ·2xz=a2. 
177. Pokazati da su zakrivljenost i torzija krivulje: 

r= {3t, 3t2, 2t3 }, tER, 

proporcionalne (faktor proporcionalnosti k = const .). 

178. Naći polumjer zakrivljenosti krivulje: 

x2 = 2az, y2 = 2bz 

u točkix=a, y>O. 
179. Naći polumjer zakrivljenosti i torziju krivulje: 

x2 - y2 + Z2 = 1, y2 - 2x + z = O 

u točki M = (1, 1, 1), (vidi zado 98). 
180. Naći zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti krivulje: 

x2 + y2 + Z2 - 4 = O, x + y - z = O 

u točki x = O, Y > O, z> O. 
181. Naći za koje vrijednosti od a i b je zakrivljenost krivulje: 

x= acht, y = asht, z= bt 

u svakoj točki jednaka torziji. 
182. Naći točke na krivulji: 

x = cos3 t, Y = sin3 t, z = cos2t, t E [O, 3t] 

u kojima zakrivljenost poprima minimalnu vrijednost (lok-alnu). 
183. U kojim točkama polumjer zakrivljenosti krivulje: . 

t 
x = a (t-sin t), y = a(l- cost), z =4acos 2' tE R 

dostiže minimum (lokalni)? 

'. 
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184. Pokazati da se normalna, rektifikaciona i oskulaciona ravnina krivulje 

r= {3t, 3t2, 2t3 }, tER 

u točki maksimalne zakrivljenosti podudaraju s koordinatnim ravninama 
(vidi zado 177). 

185. Naći zakrivljenosti torziju krivulje a:R~E3: 

r= {f J(t) sintdt, J J(t) costdt, J J (t) lj! (t) dt}, 

gdje su J, lj!: R ~ R bar dvaput diferencijabilne. 

186. Naći funkciju J: R~ R takvu da krivulja a: R~ E3: 

r= {fJ(t)sintdt, fJ(t)costdt, fJ(t)tgtdt} 

ima konstantnu zakrivljenost (f je diferencijabilna). 
187. Naći funkcijuJ:R~R takvu da krivulja a:R~E3: 

r= (t2, t, J(t)} 

bude ravninska (f je bar tri puta diferencijabilna). 

U zadacima od 188. do 191. pokazati da je krivulja ravninska i naći ravninu u kojoj 
ona leži. 
188. 

189. 

190. 

191. 

x=1+3t+2t2, 

y=2-2t+5t2, 

z=1-t2, tER. 
r={u2+4u+6,2u2+2u+3, 5u2+2u+7}, UER. 

1 + t 1 t 
x = l-t' Y = 1"=("2' z = T+t, tER. 

x = altn + bltP + Cj. 

Y = a2 tn + b2tP + C2, 
Z = a3 tn + b3 tP + C3, t E R. 

(n i p su prirodni brojevi.) 
192. Zadana je krivulja: . 

x 2 = 3y, 2xy = 9z. 

10 Naći polumjer zakriyljenosti te duljinu luka od točke (O, 0, O) do točke 
M=(x, y, z). 

20 Pokazati da tangente zatvaraju konstantan kut s danim smjerom. 
193. Zadana je krivulja: 

x = a cos t, Y = a sin t, z = ~ (sin t + cos t), t ER. 

U točki M (t) naći oskulacionu ravninu, glavnu normalu, polumjer zakrivlje
nosti i torziju. 

194. Naći jednadžbu oskulacione ravnine, glavne normale, polumjer zakrivljenosti 
i torziju krivulje: 

70 








	01
	02
	03
	04
	05



